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1. Inleiding; vectorrekening

Het belangrijkste argument voor het invoer: en

matrices 1s wel de verkorte scnrijfwijze, die leidt tot een

el

overzichtell jkhelid van de formules pesparing van ve

schrijfwerk. Vooral blj de lincaire en kwadratische

maar ook 1in de waarsct

11 jnli jkheidsrekening en

e o,
4||" e
afar s

croot nut te

[rogrammering hebben vectoren en matrices bewezen van
z1ljn.

.e zullen beginnen met de vectorrekening. Onder een

n-dimensionale vector K verstaan we een rij van n re€le getallen:

A = (aqﬁa.ﬁﬁan)ﬁ
de vector A.

cnenten van

ve getallen a,,...,3 noemt men de comg

Z0 kunnen de maandomzetten van een bedrijf in een bepaald

jaar als een 12-dimensionale vector gezien worden, waarvan de
eerste component gellijk 1is aan de omzet in Januarl.K enz.
Cok de aantallen personeelsleden in de diverse afdelingen van

een bedrijf vormen een vector; als er vijf afdelingen zijn, kan

de . gm}@rsson@elwsituat i@” op iedere dag beschreven worden door e€en
éﬁ
S5-dimensionale vector.

Aan vectoren wordt vaak een meetkundige betekenis gehecht, éen

wel op de volgende wijze. Als A = (aﬂjﬁﬁajan) een n-dimensionale
vector is, beschouw dan het punt dat ten opzichte van een

n-dimensionaal rechthoekig assenstelsel de codrdinaten aqﬁ%,.ﬁan
heeft. Het 1lijnsegment van de oorsprong naar het punt (@qﬁ@.gj@n)

is nu een meetkundige voorstelling van de vector A, Het 1s gebrul-

keli jk om dit 1ligjnsegment als een pijl te tekenen met de pljlpunt
in het punt (aqﬁauﬁﬁan)m

De 2-dimensionale vectoren A = (3,2), B = (1,4) en C = (-1,0)
hebben dus de in figuur 1.1 aangegeven meetkundige voorstellingen.
Hierbij is de eerste component afgezet langs de horizontale of X4
as en de tweede component langs de verticale of Xn=28.
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De componenten zign in deze tekening gemakkell jk terug te

vinden als de lengten van de projecties op de assen. Wordt bij-

voorbeelid de eerste component van A gevraagd, dan projecteren we

het met A corresponderende 1lijnsegment op de eerste as. De lengte

projectie is geligk aan 3, dus de eerste component van A
18 eveneens gellijk aan 3. In formule: aqﬂB@

Figuur 1.2 toont de meetkundige voorstelling ven de driedimensionale
vector V = (4

q:ml met z21jn componenten.

fig. 1.2

Fen n-dimensionale vector hadden we gedefinieerd als een ri]

getallen. Een J-dimensionale vector kan men dus op
li% *etalﬂ Nu

gende wijze identificeren met een re€el
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optellen, aftrekken, vermenigvuldigen,.

y

IN meéen meg

retle getallen allerlel bewerkingen ultvoeren,

enZz. en

rden. In het volgende zal blijken dat dit inderdaad het geval 1is.

V.1j beginnen

met de optelling. ARangezien re€le getallen kunnen
worden opgeteld kan men delinléren

(a,) + (b,) = (a, rb,) .

m

welke formule dan als vmigt gelezen moet worden: de som van twee
et

T-dimensionale vectoren componenten 8, Tesp. b, 18 weer een

|
1-dimensionale vector waarvon de component geli jk 18 aan 8q+m

q -

“e breiden deze definitie nu als volgt ult: onder de som

A+B van de n-dimensionale vectoren A = (@1ﬁﬁaaﬁmn) en B (b-ﬁﬁm.ﬁ%~

verstaan we de n-dimensionale vector (@ 4ﬁﬁ,@§@n%bn),

Volgens deze definitie 1is dus de som van de tweedimensionale
vectoren (5,2) en (3,10) gelijlz aan (543, 2+10) = (8,12).

corresponderende meetkundi

ge voorstelling is in fig. 1.3 @etewemdﬁ

fig. 1.3
De som van twee tw ieedimensionale vectoren
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Ter verdere toelichting

beschouwen we een bedriif met twee filialen.
) Toes T en % r E‘E

men, Zoals we zoé€ven hebb

vector. Deze vectoren



noemen we %m(rﬁﬁ..ﬁ,p ) Vat stelt nu P+ voor:
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beide fillalen

van de

en we een filrme

Tenslotte beschouw

wacrvan leder 5 afdelingen telt.
worden voor de drie fabrieken gegeven door

van de

D, 18 dus het aantal persone 1sleden on de tweede afdeling
Lo

e
eerste fabriek, enz. Dan geldt

Y LW
= %(““%{;’ L " )
we”

5 - E’J W%WQ *%R e ( p i,% wi *C‘% {E " iﬁ% j,mé 2w 6@ ¢ p M) D

arin een component van de somvector S5 nu blijkbaar het aantal
een bepzalde afdeling in alle drie fabrieken tezamen

voorstelt.

cetallen wordt

Geheel analoog aen de gang van zaken bly reele
het verschil van twee vectoren A en B gedefinieerd als de vector C

die, bij B opgeteld, A als som geeft. Dus als A = (@4ﬁ@ﬁﬂjan) en
B = (b ), den is C = A-B = (aqmbqﬁm@mﬁanmbn)m

,1 3 % & o 9 "
Het produkt van een vector A = (aqﬁm@ﬁﬁam) en een reé€el getal
o noteren we als ohA; het is per definitie gelijk asn de vector

oa ). (zie fig. 1.4)
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Is bijvoorbeeld A - {ﬁqﬁwﬁaﬁﬂqu weer de
laten wi, zeggen in guldens, dan 1S
hikte o, de vector der

5 " B e, 3 r ;[ ! oy . o : i-' ; . | i }
maandomzetten omgereend

i
v

zijn, terwigl A, B en C gell jkd
noemt

men een lineaire combinatie van de vectoren A,

eerst de vectoren
Sdasornng de som te bepalen van de veetToren
B (vel, {imuur | A >y
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Het meetkundig

Ot

de twee-dimensionale vectoren A, B éen C
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Ten toepassing hiervan 1s de vol
paald mengsel van twee
van

cende: laat 1 kg van een be-
crondstoffen zijn sameng
grondstofl G:,ﬁi en a, kg

ult 3 Kg
van grondstof Gﬁﬁ Met dit mengsel

correspondeert dus een vector Am(aqﬁag)ﬁ Stel we hebbéen nNog
van dergeli jke

twee

rrondstoffen, maar eventueel

in een andere verhouding

»
Yo W

B=(D,,b 2) en C=(c,,¢ @) . Verticngen we nu
drie mengsels, dan ontstaat een nieuw

waarvan de corresponderende vector, zoals men

van de

gemakke

11 jk




inziet., iuist xA - yI@ + 2. 18.
N %

Het scalair produlkt var de vectoren ﬂm(aﬁﬁ*@ﬁﬁﬁm)

) is per definitie het re€le getal a, b, +...+a,

B e | o h
( q 3 J n
voorbeeld noemen we de prijs van ee

.. | ., oy oy ' A AN
mengsel van n gron dstoffen.

Stel dat 1 kg van het mengsel is samengesteld uit a,

g

stofl’ Gqﬁﬁﬁﬁ.m K von gronds de prijs van

‘N
stoffen resp. iﬁﬁ@,ﬁghﬁ

mengsel 1is dan geli gk aan 8

@mﬂ terwijl

g

bedrsagt. De prijs van 1 kg

D, ... 8 0 het scalair produkt van

177 n n’

De (n-1imonsionale) nulvector is de (n-dimensionale) vector

waarvan alle componenten nul zijn. De meetkundige voorstelling

ervan in de vorm van een 1lijnsegment met een pijgl valt in het

water, omdat h.t lijnsegment nilet bepaald 1is.

De (n-dimensionale) eenheidsvector E, 1s de (n-dimensionale)

J

, e o ) i o
vector waarvaen de J comnonent gelijk is san 1, terwiljl alle

P 4 " . @ £ : . '
overige componcnten nul zijn. In de n~ dimensie hebben we dus n

eenheidsvectoren (zie Tipg. 1.6).
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De drie-dimensionale eenhelidsvectoren
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2. Lineaire afhankelil jkheld en linesire onafhankell jkheld
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Voor vecel problemen 1s het nodig te weten of een gegeven

vector te schrijven is als lineaire combinatie van een aantal

andere, eveneens gegeven vectoren., Het kan bijvoorbeeld voorkomen

dat men ult twee gegeven mengsels A en B van drie grondstoffen een

o] i1

m‘
e
¥

sel C wil maken door A en B in een geschikfte verhouding

te vermengen. Laten w2 eens aannemen dat 15 kg véen het mengse.

bestaat uit 5, 4 resp.

6 kg van ieder der grondstoffen, terwijl



O kg L besteoat uirt 3, 1 resp. 5 kg van leder der grondstoffen.
In vectornotatie: A = (5,4,6), B = (3,1,5). Is

het nu mogeli jk
18 4dit
m;ﬂﬁ zoals men gemakkelil jk narekent.
Het 1is echter Oﬂm@ﬁﬁlijkémm

nieruit een me

om

2,4) te maken? Inderdaad
gell Jk, want C

W{B§Eﬁ5> Te ﬁﬂhﬁijV@w als linesaire
combinatie van A en B, zodat we met stelligheid
niet ieder mengsel van
Men zou zich kunnen afvragen of de oorzaak misschien in de
samenstelling van A en B ligt. Met andere woorden: zouden de
twee gegeven mengsels A en B van zodanige samenstelling
zijn dat wel ieder ander ;lq)

later zal blijken is dit niet mo

kunnen zeggen dat

drie grondstofien kan worden samengesteld

ult de mengsels A

kunnen

en? Zoals
geli k. Indien wl]j echter drie
mengsels tot onze beschikking zouden hebben is het in sommige
cevallen

kKan worden verkreg

wel mogelijk om ieder gewenst mengsel te maken.

"In sommige gevallen" hebben we gezegd, want wanneer iemand bi j-
voorbeeld zou beweren dat hij uit bovenstaande mengsels A, B en
C ileder gewenst mengsel kan maken, dan zou hij dit ook moeten
kunnen met A en B alleen. Stel nl. dat bijvoorbeeld het boven-
genoemde mengsel D uit A, B en C samengesteld zou kunnen worden
en dat gold

i[} . K A ~~;-m '};‘E} ..,J:.., Ez (3 . ( E ) 1 )
Dan geldt tevens

D = XA + yB + Z (%A }B) (x~—+~3¥z YA + (y+ ;%z )B

I (
Wij hebben echter gezien dat D niet uit A en B kan worden Samen -
gesteld en dus kan (2.2) niet correct zijn en derhalve (2.1)
evenmin. Wanneer de vectoren drie componenten bezitten, dan kun-
nen ze dus soms wel worden samengesteld uit drie andere vectoren
en in sommige gevallen niet. Om hier orde in te scheppen zullen
wij 1in deze en de volgende paragraafl een aantal definities in-
voeren en stellingen afleiden.

: (2.2)

W W el dpa A A R W

1) In dit voorbeeld beschouwen we steeds mengsels van drie
stoffen.




Definitie 2.1.

e zeggen dut esn a- utal vectoren d ruimte voortbrengt, indien

ledere vector te schrijven 1s als lineaire combinatie van deze
vectoren.

Voorbeeld 2.1

beschouw de twee-dimensionale vectoren (3 1) (2,2) en (5,4). Ve
zullen hier niel bewijzen dat deze vectoren de twee-dimensionale
rulmte voortbrengen masr div althans plausibel maken door

lineaire combinaties op te geven die de vectoren (5 0)

(ijg) als uvitkomst geven:

, (5,3) en

i
e

5, igu) — (63 - . (,q, .} )4) 0 ( mqoﬁ ""‘8) _

In de volgende stelling maken we kennis met een ander stelsel van
vectoren dat de ruimte voortbrengt .

Stellinﬁ 2.0

De eenheidsvectoren brengen de ruimte voort (zie fig 2.1).

Bewi js:

Laat A (aqﬁmﬂﬁﬁan) een wlllekeurige vector zijn. We moeten nu

Trachten een lineaire combinatie van de eenheldsvectoren te vinden

die gelijk is aan A. We lnu @ﬂﬁq T .. aﬁEn 18 zo'n lineaire

@ € @ e s
combinatie, want de component van deze vector is gelijk aan

&WQO + ... + ajﬁﬂ + ... +~a .0 = s

dit

geldt voor iedere j. Inderdaszad geldt dus

A =a k., + ... - akE 1.e.d.
171 N - Q



Voorbeeld 2.°2.

Ben onmiddellijk gevolg
van bigv. 4 metalen

van stelling 2.1 is, dat iedere

T it
-‘i'i_-l : :i.
P, L
B 3

i

1, indien men leder der
metalen in zuivere toestand beschikbasr heeft .

kan nl. worden opgevat als een legering

Ee g EUiv

r metaal
g van 4 metalen waarin 3
componenten ontbreken, zodat de bijbehorende vector de gedaante

(1,0,0,0) of (0,1,0.0) enz. heeft. De legering (3,1.2.5)
als volgt ult de zuivere metalen worden verkregen:

(3,1,2,5) = 3(1,0,0,0) + (0. 1,0,0) + 2(0,0,1,0) + 5(0,0,0,1)

De vector A geschreven als lineaire combinatie vanﬂEq enE2

Het aan het begin van deze paragraafl gegeven voorbeeld leidt

tevens tot de volgende begrippen:

Definitie 2.2.

K vectoren Aqﬁﬁﬁﬂfﬁk neten lineair afhankelijk, indien er reé&le
getallen Ko oo esXy bestaan, niet alle nul, zodanig dat

ﬁ%. . & & © ”%“ A ) &“‘a
}f.:,,g 4 Xk k de nulvector is.

Def'initie 2.

K vectoren Aq,a,.ﬂﬁk heten lineair onafhankelijk indien dergeli jke

X'en niet bestasan,

Definitie 2.4.

Een vector A heet lineair afhankelijk van A

1§a,.§Ak indien A te

A

schrijven 1is als lineaire combinatie van Aq,,wﬁﬂ e



In bovengenoemd voorbeeld is
linealr afhankell jk van ' en
afhankeli jk, wegens %ﬂ%ﬂmﬁ

lineair afhankelijk ven . en B,

e merken omtrent definitie 2.3 nog het volg
gegeven 1s dat A,, ..., linealr onafhankeli jk
gegeven dat x
gellijk aan O,

b .I";:_ L ﬁy ) g:
! bl ® ﬁf:@ i &%

er 18 o0k

%

kell jkerwijs alle x'éen

: _ *_“W wﬁ - % et et PMP':;, i :< i d iy f} : yn e - d r?"";?i’ o
qmﬁﬂ@%%%ﬁZ}%mﬁﬁﬂ1WMQ Z1ljn noodza

otelling 2.2.

b
LEr]

De eenheldsvectoren zijn lineair onafhankell jk.

waren., Dan zouden

dsvectoren lineair afhankeli jk

"

. . w | f Ns : |
xqﬁq T oe .. Xnﬁw = 0 (de nulvector). De i component ven de vec-
| i

tor K@Eﬂ T oo e Xnﬁ“ 1s dus voor ledere J gelijk san O. Anderzi jds

getallen Xﬁﬁﬁmﬁwx , niet alle O, bestaan, zodanig
b

Ve zien dus dat xjmﬁ voor ledere J, hetgeen in te

de veronderstelling.
kelljk

genspraak 1s met

De eenheldsvectoren zijn dus lineair onafhan-

Definitie 3.1.

Een basis is een stelsel van lineair cnafhankell jke vectoren dat
de ruimte voortbrengt .

Ult de stellingen 2.1 en 2.2 volgt dus dat de eenheidsvectoren
een basis vormen, en de vraag

1igt voor de hand of er nog andere
bases bestaan. De volgende stelling geeft een gedeeltelijk ant-
woord op deze vraag.

Stelling

IH I
P i@ ¢

leder stelsel
igs een basis.

vean n linealir onafhanke

l1jke n-dimensionale vectoren



Voorbeeld

Eeschouw de tweedimensioneale

VOOI zZekere X en y zou gelden

(2,1) = y(1,3) = O (de nulvector)

Hierult volgt voor de componenten

Ind
oplossing x=C, y=0.
De vectoren (2,1) en (1.3) zign dus lineair onafhankelijk, zodat ze

. p \ -
we als enige

ien we x en y ult dit stelsel

volgens stelling 3.7 een basis vormen. ledere tweedimensionale

Ve

tor kan dus worden geschreven als lineaire

3 % g @

vectoren

Voorbeeld

Laten we dit eens toepassen op legeringen. Stel iemand heeft twee

Koper
nikkel.

hierult 24 kg ven de legering maken die 11 kg koper en

n peschilkkking: 3 kg van de ene bevat 2 kg

%,

legeringen tot zi

en 1 kg nikkel, 4 kg van de andere bevat 1 kg koper en 3 kg

rat. In vectorteal luidt zijn probleem dus: zoek

y zZodanig dat

weten we datl zulke reEle getallen bestaan. Inderdaad voldoet

x=4 y=3 aan bovenstaande vectorvergeli jking. Als we dus 4x3 = 12 kg

de legering (1,3) ver-
(11,13).
kunnen bewljzen hebben we de volgende stelling

van de legering (2.1) met 3x4 = 12

Smelt@mﬁ ontstaat 24 kg van de legering

en.Bﬂj@,aﬁﬁm 1s een stelsel

dan 18 mg k, en het is

der vectoren Qﬂﬁ““*ﬁﬁk aan

"Aus -

elsel
y ¥ @%) ﬁ



_ e 2 . v oo S T . | C
Voor m=0 1s de steliling triv.cal., '€

bewijzen dat nhi) ook geldt voor m Ve

volledige inductire).

Lact dus &ﬁ@@%wﬁmw een stelsel zijn dat de ruimte voort-

ngt, en laten de vectoren D,....,E lineair onarhankell jk

il p m o d’?
n dat m-1s k, en oolt dat hecv mogell gk 18

L

Fan

zijn. L,e weten d
stelsel B, ..., 0

| m- "1
vullen tot een nieuw stelsel dat de ruimte voortbrengt. e

met Km(mmﬁ) der vectoren %qﬁﬁ aﬁhk 2an

i}

wel aennemen dat deze k-m 1 arnvullende vectoren hmﬁﬁﬁaéf

1,
e
%ﬂﬁWﬁ@ﬂEW®qj jjjjj ﬁmﬁﬁﬁﬁjﬂw brengen dus de ruimte voort, d w.zZ.

iedere vector [ 18 te schrijven als

AWl
| | e “'ﬁ i %m‘--* T [ .l
A R L J ‘ﬁ ,,,aﬂ‘-,} diq z& e A a ] r ;-,_f;.
; Ak Bt

In het vijzonder 18 het mogeli jk een dergeli ke

vinden voor de vector Hmﬂ

Ao s e x AL o (3.2)

7 - v T e
o f— ﬁ; -uj * . P } s 4 3 K FA B
m 171 @ 7 m-- mom 177t

Hierin ziin niet alle x'en vanafl X religk aan O, Dit zou immers

betekenen dat de VECﬁQT@ﬂ Bqﬁ@¢ &Bm lineair alfhankelijk zijn,
wat in strijd is met het gegeven.
e kunnen dus zonder beperking von de algemeenheid cannemen dat

. llen eenvoudig gevolg hiervan 1is dat m-1 <k, dus dat

i

dat we

m s K, Verder heeft het niet-nul zijn van X tot gevolg

(3.2) kunnen oplossen:

Ak L] A d
S Wﬂ? " "‘i‘ ., N } . g }Wﬁ i ’ ; Lol brﬁ ) EM‘ . b ) gwf;?*‘ j'§ :
ﬁ%. e dondl " ,w?? » PR T l e ", | f @i{ E q ,,,«E & H’ ’ ﬂ ! A & + 1 % - @ R

we nu (3.3) sibstitueren in (3.1), hebben we A uitgedrukt in

.. .. . A R <
1~ “m’ Tm+1’ 7K

willekeurige vector uit

3.1,

dat ieder stelsel B,,...,B van linealr onarl-

Jwaarmee de 8tellling 3.2 bewezéen 1s, omdat

wWas

de ruimte

4l ] »
11ling

moeten aantonen

hanke li jke vectoren een basis 18, Aangezien de lineaire onafhanke-

bewi jzen dat




ey

_ | R
%i voory 1=71

Neem in de stelling 3.2 nu "=k=n en A=
daad geldt dat L., ... B lineair onafhankeli jk z1ign

¥ T
g

EﬂjﬂﬁaﬁEn de ruimte voortbrengen (stelling 2.1), dus

S

de stelling 3.2 toeps3scn:

n<n, en het is mogelijk om het stelsel R@ﬁﬁﬁ.w%ﬂ met n-n=0
vectoren El san te vullen tot een stelsel dat de ruimte voort-
brengt .

Hiermee is stelling 5.7 1

We =zien dus doat nlet alleen nhe

eenheidsvectoren, maar zelfs ieder stelsel van n linealr onaf hanke -
1i jke vectoren een basis is. De volgende stelling leert ons dat

hiermede tevens alle bases gegeven zign.

W %{ o @

ﬁ@@ﬁBm_@@ﬂ stelsel van lineair onafhankeli ke vectoren

zijn, dus een basis . ﬁq%m “MAV brengen de ruimte voort, dus vol-
de stelling 3.2 geldt n<k. Anderzijd: ~—;@mquﬁ@¢¢EBn de

lineair onafhankelijk zijn, dus

ruimte voort, terwijl Aqﬂ@ﬁﬁﬁﬁw

amenv:

Teder stelsel van n lineair onafhankelijke vectoren is een basils

en er zijn geen andere. In het biljzonder vormen de eenheidsvectoren

8518 .

T

4. Een tweetal stellingen

Stelling 4.1.

Als ﬁﬁﬁﬁaaﬁﬁﬂle@n basis vormen en A is een willekeurige vector,

bestaan er eenduidig

bepaalde reé&le

getallen xX,, ..., X zodanlg

= X B, 4+ o0 XA (4.1)

1§

N




ze op slechts een manier kunnen worden gekozeéen.
Stel dus dat A, behalve volgens (4.1) "ont

op €een andere manier.:

A = yqﬁﬂ + ... 0 YA : (4.2)

Uit (4.1) en (4.2) volgt dan

(quyq)mq e {Kﬁmyﬂ>ﬁﬁ = 0

en asngezien ﬁqja.%ﬁﬁ lineair onafhankeli jk zign volgt hierult

n
=0, waarmee de eenduidigheid bewezen 18.

dat K - mijf & @ B : Y
d yﬂ ¥ ﬁxn yﬂ

loepassingen.

gezien hoe een willekeurige legering

In voorb 2.2 hebben wi}]
kan worden gemaakt indien de metalen dle erin voorkomen alle 1in

zuivere toestand beschikbaar zign.
Stelling 4.1 leert ons nu dat de daar aangegeven methode de

enige 1is.

Tets minder triviaal is de toepassing op het maken van een

legering ult andere legeringen. In voorbeeld 3.2 hebben we gezlen
zen

dat de legering (11,13) kan worden samengesteld ult de legering

(2,1) en (1,3).
Maar, neem nu eens z2an dat we de legering (1,8) zouden willen

malkken. D2 corresponderende vectorvergelil jking luidt:

x(2,1) + y(1,3) = (1,8).

Uit steling 4.1 volgt dat deze vergeliljking precies eéén oplossing
heeft. 7odra we dus, door proberen of hoe dan ook, gevonden

van deze vergelil jking 1s,

hebben dat x=-1, y=3 een oplossing
kunnen we ertoe besluiten dat het niet mogeliljk 1s om de legering
(1,8) uit (2,1) en (1,3) te verkrijgen.

Stelling 4 .2.

(n+1) n-dimensionale vectoren A,,...,A zijn altijd linealr

afhankeld ilc.

Bewljs

Beschouw de vectoren qu@aﬁj&ﬁﬁ Er zijn nu twee mogelil jkheden:

N -+




%

dit

b 4
e L P, \ 2 Rtk i Y
% B f : 3 ; M
lf  § A Wit | -

a ) Aqaw.,ﬁﬁn zijn lineair afhankeli jl. geval

een betrekking xqﬁq R K”&m = O

gelli jk aan nul zijn.

Maar dan geldt ook KWA% + ...
weliswaar de co&fficient
coEffficiEnten zijn nul,
11 jk.

+ O.A . 0O, Hierin 1s
maay niet

1inesair

b) ﬁqﬁﬁ,.ﬁﬁm zijn lineair onafhsankelijk. Dan vormen ze een basils,

zodat voor zekere Y geldt

A e a& w%“ . ® ®
N+ Y154

-+ A
Ynn
> ﬂﬁﬁ

Dus ook in dit geval zijn lineair afhankeligk, a.e.d.

"ttt B0

Toepassing

In 2.1 hebben we laten zien dat de vectoren (3,1), (2,2) en (5,4)
de ruimte voortbrengen. Uit stelling 4.2 blijkt echter dat deze
vectoren lineair afhankelijk zijn. Inderdaad geldt

13,1) + H2,2) - (5,4) =0 .

lle kunnen de vector (3,1) hierult oplossen:

%

(3,1) = - £.(2,2) + 2.(5,4) (4.3)

Lo

en deze betrecking gebruiken om de vectoren (5,0), (5.3) en (0, -2),

die we in (3,1), (2,2) en (5,4%) hadden ultgedrukt, te schrijven
als linesire combinatie van (2,2) en (5,4) alleen.

'e hadden bijvoorbeeld gevonden

(5,0) = 2(3,1) - 3(2,2) + (5 %) . (&.4%)
Substitutie van (4.3) in (4.4) levert




5. Matrices

We e€en rechthoekilg

Onder een mxn - matrix verstaan

van re€le getallen met m rijen en n kolomm

Als m=n spreken we van een vierkante matrix, of van een nxn -

matrix.

omzetten (in guldens) van een bepaald bedrijf van verschil-
goederen in verschillende jaren kunnen in een matrix worden
geplaatst; iedere rij correspondeert met een bepaald artikel en
iedere kolom met een bepazld Jjaar.

1958 1959
2410 2676 2390

5800 7140 7220

3547 2827 2184

De transportkosten per ton van een bepaalde grondstof kunnen
trix ziin biJjv. mijnen;
Fqﬁ Fﬁﬁ F3 zljn fabrieken.

in een ms

1 D 3
3 .54 1.76
4 .10 2.41

.03  0.00

2

Uit deze matrix blijkt o.a. dat F

terwijl de dstoffen ult erkt.




Voorbeeld 5.3

Als twee personen L en

een %p@l spelen

zet mag doen, kunnen we de winst van A voor alle

verlopen aangeven door een matrix.
Laten wi]j aonnemen dat
mag Klezen ulit de mogelil jkheder

hij mag kiczen ult de alternatieven

hebben, krijgt A een bLepaocld bedrag 1ijk van de

raen

keuzen. hedrar

O 1 O

Wb
A

P1J het spelverloon a,,b

de winst van A dus

~ (d.w.z. 8ls A de zet a, speelt, en

gelijk aan 3. I8 het spelver-

b

=8 w2 wincet voor A gelli k aan -3, d.w.z. hij ver-

In de ccoronie meakt men gebruik van z.g. asnvoer-afvoer-

matrices (inpul output tobels: trancactions matrices). Men

(I -

bruikt ze oc.a. om inzicht te krijren hoeveel goederen ieder jaar

door verschillendz bedrijfotakken aan elkaar geleverd worden,

In ons vooruz2eld correspondesrt iedere rij en iedere kolom

met een bepaalde industrie. Is bijv. het 4e element van de eerste
aan 1G

, dan 1s de afvoer van industrie 1 naar industrie 4 geli jk

van de vbecchouwde ecnheden. Voor een vijftal industrieén
]
ende vorm ):

had deze matrix in 19917 in de Verenligde Staten de volg

R.G.D. Allcn, Mathematical Economics, p.347.
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stelt hierin een getal tTuss
% 100.000.000.-. De cijfers lengs de
takken van industrie vocor:

$

1. landbouw, voedsel
2. kolen, energie

3. bouwmaterial
4, chemicalié&n, rubber
5. textlel,

S, hout

Een symmetrische matrix is een vierkante matrix met de elgenschap

Een afstandstabel is gewoonllijk een symmetrische matriXx:

T e N R e ol 1 o e P O 4 1 A LI 15 S A i i ERr X

r
i | }
3 r [}
K
1 ! 2
[ : |
|

", ! I

! | ' i i
F A A
}I . & i

)
/

A

; " i
e R O AP TOE L0 M T S PSP ae e N T N T AR g I v

De omstandigheid dat op de diaj
onderq) uitsluitend nullen staan is voor een symmetrische matriXx
niet karakteristiek; voor een afstandstabel natuurlijk wel.

ronaal van links-boven naar rechts-

Het is direct duidelik dat een dergeli jke afstandstabel
veel overtollige informstie bevat: als de afstand van A naor !
km 18, 1is de ook 19 km. Men

kt daarom tegenwoordilg

afstand van B naor A ulteraard
tabellen waarin de

naal wegkilometers aangeven, zodat de

getallen

wel afstands

rech T8 van de hoo fddis
linkerhelft beschikbaar

Len derge-




Voorbeeld 5.6

In hoofdstuk III, paragraaf
twee stochastische grootheden x
den toegevoegd, covariantie
(4.37) ven hoofdstuk III):

COV(ﬁn X,.) =

X4 s X Kan men van
nen. Stellen

il
T A :

Gov(ﬁiﬁaj) == éﬁij

B i, T Ak |

L | ol e 1S

L 4 g
o

.

de covariantiematrix van de stochastische

de hoofddisgonaal staan de varianties van

lgt onmiddelli jk cav(mﬂﬁxg) = cev(xgﬁﬁn)
ﬁ@M%KK@liJk in dat algemeen geldt

symmetrisch.

Men zou een symmetrische matrix ook kunnen karakteriseren

de elgenschap dat hiy niet verandert als men hem om de
Lagonaal omklapt .

Bij omklappen kome nl. het element ﬁij op
laots van het element a J i , en deze elemente
“ matrix volgens
en willekeurige

n zZijn in €een
gelljk. Indien
gonaal omklap-

”5

een andere matrix. Deze noemen

gebruiken hiervoor de notatie J¢

ﬂ een w ﬁ.. 1 lekeuri natrix n i@ t om <



Voor een symmetrische matrix geldt dus
symmetrische matrix is dit niet meer het
als wij de elementen van A

-~ |
me ¢ aij

kvenals met getallen en vectoren, kan men ook met matrices aller-

lei rekenkundig

e bewerkingen uitvoeren.

De som van twee matrices

nieerd voor het jaarin
evenveel kolommen hebbe

van de

n, en is waar -

glementen ziin o, . = @, .
NGy T By

Voorbeeld Z

de omzet -
(zie voorbeeld 5.1) kennen, dan zijn de elementen van
sommatrix de omzetten

men voor een asntal magazijnen van één firma

per jaar
dat

per artikel voor alle magszl jnen

bl jvoorbee ld

de omzetmatrix voor het eerste magazijn 1is en

56 57 5

S REN  L

die voor het tweede magazijn. Volgens de zojuist gegeven definitile
geldt dan

rezamenli jke omzetmatrix is.
ekent dat in 1956 van het artikel

O.d.




Voorbeeld 5.8

iy
{ ¢ i 9

matrice:
en evenveel k@l@mh@n hebh

IRt "

RE

13~ 13 T Pig

Evenals vectoren kunnen ook
D i ﬁ: {f% Ch g

€ = (cij)j waarin c¢

vermenigvuldigd. men door

met dat re€le

Noemen we

menten b

1]

van 2R

& 9

oxg-matrix B is alleen

e ¥, 4 IW'}
mﬁqu@tPlK t*ﬁ

Een firma heeft in de Jjaren 1951-1054 twee typen machines
verkocht aan een drietal landen; de machines kunnen slechts in

gebruikt worden. De matrix geef't de prijzen voor

machines in de verschillende
(1951)(1952) (1953 ) (1954)
([ 2500 2600 2650 2800
3480 3480 3300 335C

W

In de beschouwde periode werden aan Peru, India en Polen de

aantallen machines verkocht:

X AT
T
-
-, 3§ uhEi
c i
; A :
¥
. 1 " =

Feru Indi Polen

. LY
-,

AW
N . O




S is een 2x4-matrix, P is een Ux3-matrix. Het
dus gedefinieerd: de uitkomst is een 2x3-malrlx,
€ aangeven.

Volgens (5.3) geldt nu

Cq,l

BRI UL LA

54 aan machines

n !

af dat India in de jare
24000 heeft besteed.

4
W
B N

waarvan de elementen oOp
alle overige elementen

nul zijn. In formules:

J (5.4)




Stelling 5.1

Voor het produkt van een willekeurige matrix FH en een

eenheidsmatrix geldtd

AJ = A (5.5)
en

JA = A (5.6)
Is /A vierkant dan geldt

T4 = AT = £ (5.7)
Bewljs

Noem de ultkomst van #J even € , met elementen C s e dan geldt vol-

2 a0 ¢ aik&Kk = Yy

Op dezelfde manier bewijst men JH =A.

Indien A& niet vierkant 1s kunnen we deze beide betrekkingen
bezwasrli jk samenvatten. Want, als A+ een mxn-matrix is, dan 1s
de eenheidsmatrix in (5.5) een nxn-matrix, en die in (5.6) een

nxm-matrix.

Is J/ echter vierkant, d.w.z. m=n, dan zijn deze beide eenheids-
matrices toch dezelfde, zodat dan (5.7) geldt.

Als A een gegeven vierkante matrix is, kan men in sommige
gevallen (d.w.z. voor sommige A ) een matrix B vinden, zodanig

dat AB=J . Matrices A waarbij zo'n LB bestaat noemt men niet -

33 heet de 1) inverse van # , en wordt genoteerd als
. Er geldt dus ﬁﬂ-mq. = J. We zullen er hier niet op ingaan
hoe men onderzoekt of J/ een inverse heeft, en zo ja, hoe men deze

dan bepaalt. We volstaan met het geven van een eenvoudig voor-
beeld.

W UV R il L e g RS

Men kan bewijzen dat J3 ; d1ndien hij bestaat, eenduldig be-
paald is.




Voorbeeld 5.10

Onderzoek of de matrix A = ﬁ
is aequivalent met de volgende: onderzoek of
r en 8 bestaan, zo, dat voldaan 1is asn

10
-1 2

L a
r S

UlTtgeschreven:

dere vierkante matrix
ataat er

L. . ] : bk
REFE:. IE ! ; AT
TR P g . IR

definitie van inverse

Hy

r

A ik LT . i3l
1, _ Ry Ty, - t
I | I8 i [ HE

., ., \ . - i A

o

el worden verw

een vierkante matrix 1is, en ook, zoals

L
¥y
ol
J:' i
fia el s g
. 1
] v
14 [}



7o
i~
woplelillp

=100

A 1s een 2x2-matrix,
niet gedefinieerd, terwijl

30 2\
-15 0/

Stelling 5.2
Voor ileder tweetal matrices
AB is gedefinieerd, geldl

ey rdterr o
! il
y %‘ oAl

gede{ini-

pxq-matrix. Omdat het produltt Ji&
J' een rxg-matrix

dus een gxr-matrix. Hieruit volgt

A' een axp-matrix Het produkt L'A' is dus gedeflinieerc

Al o T A ﬁ- @ —_— @ E‘_ d £
e e T %% - -
i il st

b

Een element van de

dices te verwisselen (vgl. (5 2))

Cqy. = C
ik




- 27 -

a - ' . vervangen door 2.
In het rechfterlid kunnen We nu.akj resp. bjl \ & ik
{ °
resp. bij'
! | | o ) a' &
cle = L 25Piy T % Piifk

grijke elig

rtiviteit, d.w.z. voor ieder drietal matrices A ,B
orodukten ABen HBLC gede finieerd zijn, geldt

(5.10)

g 7 @ E“E g

iy _{ [ ¥ .
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ki, i
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Stelling 5.3
Als de vectoren

B, = (b, ..., D

BE — (bfiwﬁ a @ & 3 %«}

€ Macl’LlCes

D

’ ._1!?;?'] Jﬂ‘% L @ “

- (v ) % en B niet-singulier

s : . e a %:@ gj‘ -jn KW W &, ibbo e bt TN ':‘6.3 P costiuny gl g
%E

ombinatle van

KuNnNen we re

5.11)

e sy
Hape

e

, : . &y 4 . b8+ : e f :“ w@”% i"::'ﬂg )

L

" o

voor A de k- eenheidsvector i, neuv componenten €

¥ R,

-. Lo R o y o s o y ‘- W'J“r o, ¥ w . gy e .5,;’-\“ ) LW
gell jk con 1 als J-k) Oolk dan Kunnen

e echuver van K zullen afhangen we 7€

wety gl 4 g _ W:F : 1, _ Aty Men SN - P My o oy irye .:::* e
aats van (5.12) kunne.. we nu zeggen:
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